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Exercice 1

L objectif de cet exercice est de résoudre le systeme différentiel :

X' (1) = —x() + y(1) — z(8)
(SD) y'(1) =2x(1) — y(t) —2z(1)
Z' (1) = 2x(1) + y(1) —4z(1)

avec les conditions initiales (CI) x(0) =1, y(0) =2 et z(0) = 1.
x(1)

Onpose X(1) =| y(1)
z(1)

1. Ecrire ce systeme sous la forme matricielle X'(f) = AX(#) ol A est une matrice réelle
de taille 3 x 3 a préciser.

-1 1 -1
2. Soitla matrice A=| 2 -1 -2
2 1 -4

(a) Calculer le polynome caractéristique de la matrice A.

(b) Montrer que les valeurs propres de A sont —1, —2 et —3.
3. Dans cette question, nous déterminons les sous-espaces propres de la matrice A.
(@) Donner le vecteur propre associé a la valeur propre —1 dont la premiere com-

posante non nulle est 1.

(b) Donner le vecteur propre associé a la valeur propre —2 dont la premiere com-
posante non nulle est 1.

(c) Donner le vecteur propre associé a la valeur propre —3 dont la premiere com-
posante non nulle est 1.

4. Dans cette question, nous diagonalisons la matrice A.

(a) Expliquer pourquoila matrice A peut s'écrire sous la forme A= PDP~!, o1 D est
une matrice diagonale et P une matrice de passage inversible.
On choisira pour D la matrice ayant —1, -2, —3 dans cet ordre sur la diagonale.

(b) Donner I'expression de P tel que 1 soit le premier terme non nul de chaque

colonne.
1 1 -1
(c) Montrerque P"1=[ 0 -1 1
-1 0 1
u(t)
5. Onpose U(t) =| v(r) |, telque U(t) =P 1X(1).
w(t)

(a) Donner les valeurs de ©(0), v(0) et w(0).
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(b) Montrer que U(¢) vérifie I'équation différentielle matricielle U’ (t) = DU(t) .

(c) Trouver la solution de U’ (r) = DU(t) telle que u(0), v(0) et w(0) soient les valeurs
trouvées en (a).

(d) En déduire la solution de (SD) satisfaisant aux conditions initiales (CI).

Exercice 2

Soit la fonction f définie sur R par:

X

f(x)=ex2f e dr.

0

e

. Calculer f(0).

2. Pour x dans R, calculer f(—x) en fonction de f(x). En déduire la parité de f.

X

3. Donner la fonction dérivée de la fonction h définie par h(x) = f e dt.
0

4. (a) Calculer la dérivée de la fonction f.

(b) Calculer f'(0) .

(c) Calculer f'(x) —2xf(x). Donner une équation différentielle vérifiée par f.
5. (a) Donner le signe de la fonction f’ sur R.

+00

2
(b) On admet que I'intégrale f e U dt converge. Déterminer la limite de la fonc-
0
tion f quand x tend vers +oo.

(c) Donner le tableau de variation de f sur R.

too 22pp) 4 22P p!
p 2p+1:x+—x3+...+—px2p+l+...

6. On considere la série entiere R —
p=0 2p+1)! 6 Cp+1)!

On note g sa somme sur l'intervalle de convergence. Déterminer le rayon de conver-
gence de cette série entiére.

7. Donner le développement en série entiere de la dérivée de g.
8. Montrer que la fonction g vérifie la méme équation différentielle que f.

9. En déduire que f =g.
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Exercice 3
Soit u €10, 1[ un parametre. On note f: R — R la fonction 27-périodique telle que :
Vte[-m,+m], [(t)=cos(ur)

1. Etudier la parité de la fonction f.

VN TN N

2. Le graphe ci-dessus représente la fonction f lorsque u = 3/4. Tracer le graphe de f sur
I'intervalle [-37, +37] pour la valeur u =1/2.

Dans les question 3 et 4, u est un réel quelconque de 0, 11.
+00
3. Lasérie de Fourier de f estnotée Sf(t) = ap+ ). apcos(nt)+ b,sin(nt).
n=1
(a) Calculer les coefficients de Fourier a,(f). On rappelle que pour tous a,be R :

cos(a)cos(b) = é (cos(a+ b) +cos(a—b)).

(b) Que valent les coefficients b, (f) ?

(c) Déduire des questions précédentes S f ().

4. (a) Etudierla convergence de la série de Fourier de f, en énongant le théoréme util-
isé.
(b) Calculer Sf () puis donner la valeur de I'’expression

2usin(mu)

[e.°]
; Z-u?

sin(m u)

:llr—*

5. Dans cette question, on considere le cas u = 1/2.

(@) Appliquer I'identité de Parseval a f.

1 2
(b) En déduire la valeur de la somme Z (m)
n —_—
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Exercice 4

2

Dans un repére orthonormé (0;7,7), on considere la parabole & d’équation y = x°, ou en-
core de représentation paramétrique (¢, t%) pour t€R .

@

Aq

y
1. Pour un réel a non nul,

B soit A(a,a®) un point de la
parabole &2 . Donner les com-
posantes d'un vecteur tangent
aZena.

2. Donner une équation cartési-
enne de la droite D normale a
la parabole 2 en A(a, a?) .

3. La droite D normale a la
parabole & et passant par

) A(a, a®) coupe 2 en A(a, a®) et
2.

\ x en un deuxiéme point B(b, b?).
1

» J Montrerqueb:—a—g.

1
4. On définit la fonction h : R* — R définie par h(x) = —x — o

(@)

(b)

(9]

(b)

()
(d)

Calculer la fonction dérivée de h et donner un tableau de variation de & en pré-
cisant les extrema et les limites en —00,07,0" et +co. On ne demande pas de
représentation graphique de / ni d’étude des asymptotes.

En déduire que 'image de R* par & est un ensemble E de la forme :
E=]-o00,alU [, +oo], avec a < f.

Précisez les valeurs de a et de S.

Montrer que pour tout b € E \ {a, B}, il existe exactement deux réels distincts a;

et ap tels que :
b= h(a1) = h(ay).

Donner une équation du second degré de parameétre b et d'inconnue a telle que
a; et ap soient ses solutions.
En déduire une expression de a; et a, en fonction de b.

Qu’observe-t-onsib=aousib=p£7?

6. Ici, be E\{a, B}.

(@)

(b)

Pour A;(a;, a%) et Ay (ay, ag), donner en fonction de b les coordonnées du milieu
I du segment [A; Az].

Montrer que (1, —b) est un vecteur directeur de la droite (A; Az).
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(c) Donner en fonction du parametre b, I'’équation de la droite A = (A; A2), passant
par I et de vecteur directeur #(1,—b).

(d) Montrer que quand b € E\ {a, 8}, les droites A passent par un point fixe /, dont
on donnera les coordonnées.

(e) Queremarque-t-onquand b=a ouquand b=?
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